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Resumen—El problema de consenso en redes compuestas
por sistemas Lagrangianos totalmente-actuados ha recibido
bastante atencion por parte de la comunidad de control.
Desafortunadamente, el caso de redes formadas por sistemas
subactuados del mismo tipo no ha sido estudiado de manera
tan profunda y la literatura relacionada es muy reducida. En
este articulo se propone un nuevo esquema de control para
resolver el caso particular de consenso en una red compuesta
por agentes definidos por robots de uniones flexibles. Este
controlador basado en desacoplamiento explota la estructura
de la dindmica individual de los agentes para dar solucion al
problema. La utilidad del controlador es validada por medio
de simulaciones numéricas.

Palabras clave: Sistemas Multiagentes, Consenso, Robots de
uniones flexibles.

I. INTRODUCCION

Desde hace mds de una década el estudio de sistemas
interconectados y sus aplicaciones han recibido bastante
atencion por parte de la comunidad de control. En este
sentido, la revista Control Systems, editada por la IEEE,
ha dedicado varios nimeros al Control de Redes Com-
plejas (Control-Systems, 20015), (Control-Systems, 2001a),
(Control-Systems, 2002), (Control-Systems, 2007). Aqui se
reconocen sistemas de control donde uno o mds lazos se
interconectan via redes dindmicas con el fin de resolver
problemas de sistemas compuestos por sensores distribui-
dos, grupos de satélites y problemas de control de formacién
de multivehiculos terrestres, aéreos o marinos. En general,
se observa la preocupacién por disefiar controladores ro-
bustos para sistemas interdependientes donde la dindmica
individual afecta el comportamiento global y colectivo del
sistema interconectado. En este contexto, el problema de
consenso, en un grupo de agentes de sistemas dindmicos
interconectados, consiste en establecer condiciones bajo las
cuales las diferencias entre cualesquiera dos estados, que
caracterizan la dindmica de los agentes, se desvanezcan
asintéticamente.

En la literatura se ha abordado el problema desde dife-
rentes perspectivas. En sus inicios, se consideraron grupos
de agentes con dindmicas simples como cadenas de inte-
gradores o masas puntuales (Fax y Murray, 2002), (Fax
y Murray, 2004). Mis adelante, se abordé el problema
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tomando en cuenta escenarios mas complicados, entre ellos
la existencia de retardos en la transmision de informacion,
o bien topologias que cambian con el tiempo (Olfati-Saber
y Murray, 2004), (Moreau, 2005).

Por otro lado, el estudio de Sistemas Multiagente (MA)
con dindmicas individuales no-lineales también se ha hecho
desde diferentes enfoques. Una técnica que ha producido
resultados muy atractivos estd relacionada con las nociones
de pasividad (Arcak, 2007), (Chopra y Spong, 2006b),
(Scardovi et al., 2010) donde se explotan las ventajas que
la técnica ofrece para estudiar sistemas interconectados.
En este contexto y motivados por la gran cantidad de
sistemas fisicos que pueden ser descritos por ecuaciones
Euler-Lagrange, se han reportado numerosos trabajos donde
se considera a la dindmica individual de los agentes como
Sistemas Lagrangianos (Nuifio et al., 2011) o bien como
sistemas pasivos (Chopra y Spong, 2006b), (Arcak, 2007).
En ambos casos se proponen técnicas desde el punto de vista
de los esquemas de control basados en pasividad (PBC por
sus siglas en inglés).

En este mismo marco, la clase de sistemas Lagrangianos
totalmente actuados ha recibido bastante atencion. Asi, en
(Chopra y Spong, 2006a) se aborda el problema de sistemas
mecanicos para dar solucién al problema de coordinacién
multi-robot. Aqui se utiliza como candidata a funcién de
Lyapunov del sistema multiagente la suma de las funcio-
nes de almacenamiento de los N—agentes. Recientemente,
(Nufio et al., 2011) ha reportado un resultado unificado
para dos escenarios, el problema de sincronizacién cuando
estd definida explicitamente una trayectoria deseada y la
de consenso, que evita el problema de consenso en cero
de (Chung y Slotine, 2009) cuando no existe referencia
deseada. En este articulo se consideran sistemas dinamicos
no lineales, no idénticos y totalmente actuados descritos por
ecuaciones Euler Lagrange, con pardmetros desconocidos y
bajo la suposiciéon de que todo el estado estd disponible
para su medicion. Se analiza, ademds, el caso donde el
canal de comunicacién entre los agentes estd sujeto a
retardos. El protocolo de consenso resultante es una ley
de acoplamiento no-lineal adaptable que da solucién al
problema de sincronizacién y de consenso, donde la dnica
suposicién sobre el grafo dirigido es que estd conectado.

37



Desafortunadamente, el problema de redes formadas por
sistemas subactuados no ha sido estudiado de manera tan
exhaustiva. En (Nair y Leonard, 2008) se aplica la técnica
de Lagrangianos Controlados para resolver el problema
de sincronizacién de sistemas mecdnicos sin considerar
retardos en la comunicacién. Por otro lado, en (Avila-
Becerril y Espinosa-Perez, 2012) se hizo una extension al
resultado de (Nufio et al., 2011) y se propuso un esquema
de control que da soluciéon al problema de consenso en
robots de uniones flexibles, como un caso particular de
Sistemas Lagrangianos subactuados, considerando retardos
en la comunicacién y heredando las suposiciones débiles
sobre el grafo de comunicacién de (Nufio ef al., 2011). Sin
embargo, este protocolo de consenso tiene el inconveniente
de que para ser implementado necesita del conocimiento de
las condiciones iniciales.

El objetivo de este articulo es entonces dar una alternativa
de solucién a la propuesta en (Avila-Becerril y Espinosa-
Perez, 2012) al plantear un esquema de control que explota
la forma particular del modelo de la red de robots de
uniones flexibles. Asi, se utiliza el controlador para obtener
dos subsistemas conectados en cascada, donde la ley de
control resultante no depende de las condiciones iniciales.
La propuesta de solucién mencionada se compone, como es
usual, de dos elementos: el control de la dinamica individual
y la interconexion entre los agentes. El problema de la
interconexion se aborda utilizando herramientas de la teoria
de grafos, mientras que el del control de cada robot es
llevada a cabo usando un esquema propuesto en (Brogliato
et al., 1995) y discutido en (Ortega et al., 1998) para robots
individuales.

El resto del articulo estd organizado de la siguiente forma:
En la seccién II se presenta el modelo de la red que
se considera. El controlador propuesto se presenta en la
seccion III, la cual se ha dividido en dos partes, primero
se establecen las condiciones de convergencia del error de
consenso y luego se propone el protocolo de comunicacién
que asegura se cumplen las condiciones expuestas. Una
evaluacién numérica del controlador presentado estd en la
Seccién IV. Mientras que en la Seccién V se encuentran
las conclusiones.

II. PROBLEMA DE CONSENSO

En lo que resta de este articulo, los vectores estaran
asociados a dos subindices ¢, j. El primer subindice denota
el niimero del robot flexible que compone a la red; es decir,
i€ N={1,...N}, donde N es el nimero total de robots
en la red. El subindice j senala si la coordenada es no-
actuada o actuada. Asi, j = 1 se refiere a la coordenada
no-actuada mientras que 7 = 2 hace referencia a la actuada.

Considerando entonces a los vectores qi =
col (Qui,...,qn1) € RN™ y qy := col (Qua, ..., qn2) €
RN™ como la composicién directa de las coordenadas
no—actuadas y actuadas de los N robots, respectivamente,
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se puede escribir al modelo multiagente como

D(q1)d: + C(q1,q1)q: + G(qi) + K(q1 —qz2) =0
J@2 — K(q1 —q2) =u 0

con la matriz de inercias de los eslabones rigidos D =
diag {Dx,...,Dy} € RN"*N" la matriz de Coriolis C =
diag iél, ...,Cn} € RN™N™ g matriz que contiene a
las matrices de elasticidad K = diag {f(l, .. .,RN} €
RN"XNn 13 matriz de inercias de los actuadores J =

diag{Jr,..., Iy} € RN"*Nn y el vector de fuerzas
gravitacionales G' = col (g1, . ..,gn) € RN™, mientras que
u = col (uy,...,uy) € RV™,

Puede observarse que con las definiciones' de q; y ds
en (1) se recupera la estructura del modelo de un solo robot
de uniones flexibles, la cual claramente es la de un modelo
subactuado cuyo orden es del doble que el de una red
formada por robots de uniones rigidas como la considerada
en (Nufio et al., 2011).

En lo concerniente a la interconexién de los robots,
el intercambio de informacién se representa por un grafo
dirigido y conectado, modelado por la matriz Laplaciana
L € RNXN | definida en (Olfati-Saber y Murray, 2004)

2t @

como
L = ;
’ { JF#i

con a;; = 1sij € Ni, a;; = 0 en otro caso y N; el
conjunto de agentes vecinos transmitiendo informacién al
i — th robot.

Observacion. La matriz Laplaciana £ exhibe algunas pro-
piedades estructurales que serd utilizadas en lo siguiente.
Entre ellas que L1y = 0, donde 1y € RY es un vector
de unos. Mientras que, bajo la suposiciéon de que el grafo
estd conectado, en el sentido de que tiene un arbol de
expansion dirigido, esto es que existe por lo menos un nodo
desde el cual se puede tener acceso al resto de los nodos;
entonces el rank{L} = N — 1, lo que significa que tiene
un valor propio simple en cero y el resto de su espectro
tiene parte real positiva.
Bajo estas condiciones es posible hacer la formulacién
del problema como
Formulacién del Problema: Considere una red compuesta
por N robots de uniones flexibles como los del modelo (1),
interconectada por medio de un protocolo de comunicacién
caracterizado por la matriz Laplaciana £. Asuma:
= La red tiene un &4rbol de expansion dirigido, i.e.
estd conectada.
s Los parametros de los robots son conocidos aunque
pueden ser diferentes entre ellos.
= Para cada robot el estado completo estd disponible para
su medicion.
Encuentre la ley de control u tal que las coordenadas no—
actuadas qp alcancen un consenso, i.e. lim; .o q1 = 1§y ®

ICon 1la idea de evitar dificultades con la notacién, en lo subsecuente
se sefialardn las dimensiones de los vectores y matrices s6lo cuando sea
necesario.
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d., para algun vector constante q. € R", con ® el producto
de Kronecker estdndar, satisfaciendo que lim;_,, [¢1] = 0
y garantizando estabilidad interna.

III. PROTOCOLO DE CONSENSO

Convergencia del error de consenso
Considere el error de consenso para las coordenadas no
actuadas como

e1 = (L®1I,)q € RV" (3)

de manera que bajo la suposicién de la existencia de un
arbol de expansidn, el error de consenso es cero si y solo si
las entradas del vector q; son iguales. Considere a su vez
dos variables auxiliares

€2 = Q2 + Aoy 4

donde a G2 = gz — qeq¢ € RYN™ se le ha llamado
error de seguimiento y representa el error entre la sefial
deseada para las coordenadas actuadas, dada por el con-
trolador, y las coordenadas actuadas reales. Mientras que
Ay = diag{Ai2,Aaa, ..., Aya} € RVN?N" con entradas
positivas definidas, es una matriz de ganancias.

Para probar que la convergencia del error de consenso
a cero implica alcanzar el objetivo de consenso, se han
seguido las ideas presentadas en (Scardovi et al., 2010) y
(Nudo et al., 2011), donde bajo las definiciones de €1 y e
es posible escribir la siguiente ecuacién diferencial para el
vector de coordenadas no-actuadas

€ =q1+Ae; ;

QG =—-ML®L)q1 + e @)

que es un sistema lineal invariante en el tiempo (LTI)
con entrada €;. Donde la matriz £ ® I,, no es Hurwitz. Sin
embargo, siguiendo las ideas del resultado presentado en
(Nufio et al., 2011), se define y; = (Q®1,)q; € RV,
cuya dindmica, evaluada a lo largo de (5) satisface la
ecuacion diferencial

vi=-M[QLQT ® L) y1 + (Q® IL,)es (6)

donde la matriz Q@ € RW-DXN tiene las siguientes
propiedades: i) QQT = In_1, i) QTQ = In — x1n1%,
iiHQ1ly = 0, ivV)(Q ® L)ar = 0 & a1 = (1y ® qc). En
este sentido, como la matriz —QLQ7 es Hurwitz para un
grafo conectado y consecuentemente QLQT ® I,, también
lo es, significa que (6) es un sistema LTI Asintéticamente
Estable con entrada ¢;. Puede probarse entonces, que
la convergencia a cero de €, implica que |yi| — O,
y con esto el producto (Q ® I,)q1 — 0, expresién
que, bajo la propiedad iv) de (), permite concluir que
q1 — (1y ®q.) para algin vector g. € R™. Con lo que el
problema se transforma entonces en diseflar un protocolo
de comunicacién u que asegure la convergencia a cero del
error de seguimiento €;.

Convergencia del error de seguimiento. Aqui se propone
una ley de control u que hace que en lazo cerrado se tengan
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dos subsistemas conectados en cascada. La dindmica del
sistema maestro, caracterizado por la dindmica actuada qa,
se estabiliza con un controlador PD, mientras que su salida
es conectada como la entrada de un sistema esclavo que
representa la dindmica de q;. En este sentido, bajo las
definiciones de (3), la primer parte de (4) y 2 = q2 — q24,
la dindmica no—actuada en el modelo (1) puede reescribirse
como

D(qi)ér + (C(ar,qi) + Kai)er — Kqe =91 (7)

con 1 = Kqoq— Kq1—ugr,y laley de control para robots
de uniones rigidas ug = — A1 D(q1)é; — A\ C(q1,q1)er +
G(q1) — Kg1€1. De manera que definiendo al vector de
coordenadas actuadas como

az = K~ (Kaqi + ug) ()

resulta la siguiente ecuacion diferencial que representa al
subsistema esclavo

D(qi)ér + (C(ar,q1) + Kai1) e1 = KQo )

Propiedades:

= La dindmica no forzada del subsistema esclavo en (9),
é¢1 = fo(e1,0), es GAS. Lo anterior puede probarse
con procedimientos estdndar tomando como candidata
a funcién de Lyapunov a V' = %G?Dﬁl

= El mapa q2 — €; es Entrada Estado Estable (ISS).
Considere para esto a H(e;) = %e{Del, y a su
derivada temporal evaluada a lo largo de (9) dada por
H=—-(1-0)elKge — 0T Kgier + €T Kq, de
donde H < —(1—0)el Kgiep para 0 < 6 < 1y

cualquier bola centrada en el origen con radio definido

- Kllla
por i, leal 2 gl LI

Por otro lado, la dindmica actuada del modelo de la red (1)
expresada en términos de {2 = Q2 + Q24 puede escribirse
como

JQz + Ka2Qo + KpaQa = 12 (10)

con Yo = u+ K(q1 — q2) — Jé2a + Ka2G2 + Kp2Ga. De
manera que utilizando la ley de control PD

(1)

con las ganancias K2, K,2 > 0, se obtiene la dindmica
en lazo cerrado para el subsistema maestro dada por

u=K(qz — i) + Jd2a — Ka2Gz — Koz

Jao + Kapdo + Kpada = 0 (12)

que claramente es Global y Exponencialmente Estable
(GES). De manera que con la ley de control expresada en
(11) y (8), el sistema en lazo cerrado puede expresarse como
el sistema que se presenta en la Fig 1. Mientras que, alu-
diendo a herramientas de teoria en casacada (Khalil, 2002),
se garantiza que el origen de la cascada es GAS y se cumple
en particular que la entrada al sistema en (5) €; converge a
cero asintOticamente.
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Observacion. Nétese que esta ley de control es mucho mas
simple que la reportada en (Avila-Becerril y Espinosa-Perez,
2012), en donde ademads se requiere el conocimiento de las
condiciones iniciales. Sin embargo, ahora la expresién para
qaq en (8) depende directamente de la variable q; y de
su segunda derivada en la ley de control. La variable q;
puede ser calculada del modelo y atin cuando esto conlleva
la necesidad del conocimiento de la inversa de la matriz
de inercia, el autor considera la condicién razonable bajo la
suposicion inicial del conocimiento paramétrico del sistema.

Jay + Ky + Ky =0|=|Kqa=Dé+(C+Kay) e

GES 1SS

Figura 1. Sistema en cascada

Extension al Espacio de Trabajo. Es interesante notar
que el problema de consenso presentado anteriormente se
puede formular en términos de coordenadas cartesianas, con
interés solo en la posicién del efector final. Considere para
esto al vector X := col (%Xy,...,%y) € R*YN con % =
[ T Y1 21 ]T, X, €R3 que representa las coordenadas
cartesianas del efector final, y que la posicién cartesiana de
los N-robots de uniones flexibles no redundantes (n = 3)
puede ser obtenida de la cinemética directa x = Jq; con
q1 = col (i1, ---,qn1) € R3Y y la matriz de Jacobianos
J = diag{jl,...,jN}, J € R3N*3N donde Jq,...,Jn
son suaves e invertibles. Entonces, la representacion de los
N robots es de la forma

control andloga a (11) y (8) puede resolverse el problema.
Esto es, la sefial de control

u=K(qz — 1) + Jd2q — Ka2Gz — Kp2d

con

ai=(ITK)" (I TKaqi+ug) (5

y ug = —MD(q1)é1 — M C(q1,q1)er + G(q1) — Kaier,
garantiza la preservacion de la estructura del sistema en
lazo cerrado (12) y (9) que se obtuvo en el caso del control
en coordenadas articulares, por lo que puede utilizarse el
mismo andlisis de estabilidad.

Observacion. Otro controlador que resuelve el problema
de consenso para las posiciones cartesianas de los efectores

finales es u = —K9e0 + J (flzd - AQ(iQ) +
K (fot A2@o(7)dT + q2a + Clz(O))

_ -1
Y a2 = iy ((77K) " we+ Ao fy aa(r)dr — ax(0)),
con u, = —AD(qi)ér — MC(qi,qi)er + G(qi) +
J_TKq1 — Kdjey, esta ley de control se obtiene
directamente del control reportado en (Avila-Becerril y

Espinosa-Perez, 2012) haciendo un andlisis similar al
expuesto anteriormente.

IV. SIMULACIONES

La utilidad del controlador basado en desacoplamiento se
validé por medio de una simulacién numérica con la ayuda
del SIMULINK de MATLAB. Para esto se consideré una
red formada por diez robots de uniones flexibles, cada uno
de un grado de libertad, i.e. dos coordenadas generalizadas,
donde la topologia considerada para la red es la que se

[)(ql))“( + é(qh q)x + é(ql) +J TKq, — J-TKq, = omuestra en la Fig 2, la cual estd caracterizada por su matriz

Jap — K(q1 —q2) = u

(13)
con D = J DI C = JT(CI ' +DL(I7Y)),
G = J-TG, para el cual se cumple que D € R3NV>*3N
es una matriz simétrica, positiva definida y D - 26’) es
antisimétrica. En este caso, el objetivo de control es el de
alcanzar consenso en las N coordenadas del efector final
tal que x — 1y ® X, cuando ¢ — oo para algiin X, € R3,
De manera que definiendo a los errores

e1=(LRL)xeRYN vy e =x+Ne;, (14

con el error de seguimiento gz = gz — qag € R3V y su
variable auxiliar e; = ﬁg + AsQs, puede escribirse una
ecuacion para las coordenadas cartesianas con la misma
estructura que (5) como

)'( = 7)\1(,6 (29 13)X+ €1

que es LTI con entrada €;. De tal forma que si €; € LoNL,
entonces utilizando la salida y; = (Q ® I3)x € R3W—1),
se puede concluir que x — (1y ® X.), y nuevamente el
problema es diseflar un protocolo de comunicacién que
asegure que €; — 0. Afortunadamente, con una ley de
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Laplaciana
M2 0 0 0o -1 0 0 0 -1 0 T
0 2 -1 0 0 0 0 -1 0 0
0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 2 0 0 0 0 -1 0
L— 0 0 0 0 1 0o -1 0 0 0
- 0 0 0 -1 0 2 0 0 0 -1
-1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 -1 0 0 0O -1 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0o -1 1 0
L O 0 0 0 0 0 0 0o -1 1 |

Los pardmetros de los robots asi como las condicio-
nes iniciales de los mismos son los que se muestran
en la tabla I. Mientras que los valores de las ganancias
del controlador son A\; = 15, K41 = 05, Ay =
diag(3,3,1,5,3,3,1,5,7,10,10,1,5), Kgi2 = 0,5y Kpio =
50.

Bajo este marco, las Figuras 3, 4 y 5 retratan el compor-
tamiento de las coordenadas no actuadas y sus velocidades,
asi como los errores de consenso, el de seguimiento y el
valor de las entradas de control, respectivamente. La Fig
3 muestra la posicion de las diez coordenadas no-actuadas,
donde puede verse que, después de seis segundos (cada una



iniciando en un valor inicial diferente) exhiben el mismo
valor en estado estacionario, este valor consensado depende
de las condiciones iniciales de los robots.

2
Figura 2. Protocolo de comunicacién

Robots Robots Robots

1, 2,3,10) 4,5, 6) (7,8,9)
D =0,031 D = 0,062 D =0,124
J = 0,004 J = 0,008 J =0,016
Mgl =0,8 Mgl =1,6 Mgl = 3,2
K =31 K =62 K =124
B = 0,007 B =0,014 B =0,028

= 25°

gég — 150 q40 = 65° q7o0 = 10°
430 = 5° gs0 = 45° q80 = 55°
- — 20° _ 9o
4100 = 80° qi0 = 20 qo0 = 35

TABLA 1
CONDICIONES INICIALES Y PARAMETROS DE LOS ROBOTS

La Figura 4 se presenta para mostrar que el segundo
objetivo de control también se satisface, en el sentido de
que las velocidades de las coordenadas no actuadas de los
diez robots se hacen cero. Por otro parte, la Figura 5 muestra
los errores de consenso y de seguimiento, respectivamente,
para asegurar que éstos se desvanecen, es decir, que las
coordenadas actuadas alcanzan a sus deseadas y que con
esto, las coordenadas no-actuadas llegan a un consenso.

Por dltimo, en la Figura 6 se observa la magnitud de las
sefales de control, las cuales se mantienen todas acotadas
y menores a 3 Nm. Mientras que, en la parte inferior de
esta misma figura, pueden verse las coordenadas actuadas,
aqui es interesante notar que debido al acoplamiento lineal,
dado por la matriz de elasticidad, entre las coordenadas no—
actuadas y las actuadas se observa que también estas ultimas
alcanzan un consenso.

V. CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado una propuesta de
esquema de control que soluciona el problema de consenso
en una red compuesta por robots de uniones flexibles, como
un caso particular de Sistemas Lagrangianos subactuados.
El controlador presentado estd basado en desacoplamiento
y es un esquema alternativo a aquel propuesto en (Avila-
Becerril y Espinosa-Perez, 2012).

La ley de control presentada, y que se especifica en (11), es
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implementable puesto que se estd suponiendo la medicién
completa del estado y a diferencia de (Avila-Becerril y
Espinosa-Perez, 2012), su implementacién es simple y
no necesita del conocimiento explicito de las condiciones
iniciales. Sin embargo, una desventaja de este esquema es
la fuerte dependencia del conocimiento de los parametros,
en el célculo de la inversa de la matriz de inercias. Por otro
lado, el buen desempefio del controlador se ha evaluado
numéricamente por medio de simulaciones. Finalmente, se
ha presentado una extensién del controlador basado en
desacoplamiento con el objetivo de consenso en el espacio
de trabajo. Aqui, por simplicidad, se abordé el caso donde
es de interés sé6lo la posicién del efector final.
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